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ABSTRACT 
 
Poisson Integral is one of the definite integrals that can not be solved by an elementary 
technique. In this article, we discuss four ways to solve the Poisson integral on the 
interval [-1, 1], that is using the Riemann sum, functional equations, parametric 
derivatives and infinite series. All of the methods produce the same solution. 
 
Keywords: functional equation, infinite series, parametric differentiation, Poisson 
integral, Riemann sums. 
ABSTRAK 
 
Integral Poisson merupakan salah satu integral tentu yang tidak dapat diselesaikan 
secara teknik elementer. Pada Artikel ini dibahas mengenai empat cara untuk 
menyelesaikan Integral Poisson pada interval [-1, 1], yaitu dengan menggunakan jumlah 
Riemann, persamaan fungsional, turunan parametric dan deret tak-hingga.  Keempat 
cara ini menghasilkan solusi yang sama. 
Kata Kunci: deret tak-hingga, integral Poisson, jumlah Riemann, persamaan 
fungsional, turunan parametrik. 
1. PENDAHULUAN 
 
Kalkulus adalah salah satu mata pelajaran penting di dalam Matematika yang 
membahas dua pokok bahasan utama yaitu turunan dan integral. Turunan membahas 
tentang persoalan garis singung dan laju perubahan, sedangkan integral membahas 
tentang luas dan volume. Integral terbagi dua yaitu integral tentu dan integral tak tentu. 
 Selanjutnya yang dibahas dalam artikel ini adalah integral Poisson ( )(xI ) yang 
merupakan salah satu bentuk integral tentu. Menentukan nilai integral Poisson ini tidak 
dapat diselesaikan secara elementer, namun dapat ditentukan dengan empat cara yang 
berbeda, yaitu jumlah Riemann, fungsi fungsional, turunan parametrik, dan deret tak-
hingga. 
Pada artikel ini dijelaskan sifat-sifat dari integral Poisson dan empat 
caramenunjukan nilai integral Poisson untuk   ,0xI  jika 1x dengan jumlah 
Riemann, fungsi fungsional, turunan parametrik, dan deret tak-hingga yang merupakan 
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review detil dari artikel Hongwei Chen dengan judul ”Four Ways to Evaluate a Poisson 
Integral’’, 2002. 
 
2. INTEGRAL POISSON 
 
Sebelum membahas tentang beberapa sifat integral Poisson dan menentukan nilai 
integral Poisson dengan cara jumlah Riemann, fungsi fungsional, turunan parametrik, 
dan deret tak-hingga,terlebih dahulu diberikan beberapa Definisi dan Teorema. 
 
Definisi 1 [4] Integral Poisson, dinotasikan dengan  xI  didefinisikan oleh: 
                                 
      (1)                         .  ,0,  , cos21ln
0
2
RxdxxxI   

 
 
Definisi 2 [3, h.120] Misalkan RA  adalah interval, fungsi RAf :  dikatakan 
kontinu di , Ac jika untuk setiap  0 terdapat 0 sehingga untuk setiap Ax  
dengan , cx  maka     . cfxf  
 
Definisi 3 [3, h.196] Fungsi   Rbaf ,: dikatakan terintegralkan secara Riemann pada
 ba,  jika terdapat 0  maka tagged partisi pada  ba,  dimana ,

P  maka 
                          
.; 




 
LPfS  
Setiap fungsi yang terintegralkan secara Riemann pada  ba, dilambangkan dengan 
 . , ba  
 
Definisi 4 [6, h.372] Fungsi logaritma natural, dinotasikan dengan   ,ln xxg 
didefinisikan oleh: 
                         
,0  ,
1
ln
1
  xdtt
x
x
 
dengan daerah asalnya adalah bilangan real positif. 
 
Teorema1[6, h.375] Apabila a dan b  bilangan-bilangan positif dan r  sebuah bilangan 
rasional, maka 
.01ln   (i)   
.lnlnln  (ii) baab   
.lnlnln (iii) ba
b
a
  
.lnln  (iv) ara
r   
 
Bukti: 
i)( Dari Definisi 4, diperoleh 
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 
1
1
0
1
1ln dt
t                                                      
■ 
 
ii)(    .ln
11
ln x
dx
d
x
a
ax
ax
dx
d
  
Akibatnya, terdapat konstanta c sehingga .ln cax    Untuk menentukan ,c  ambil ,1x
diperoleh ,1lnln ca   karena ,01ln   maka .ln ac    jadi ,lnlnln axax   sehingga 
untuk ,bx   diperoleh  
                                                         .lnlnln baab                                                       
 
iii)( Dari (ii) ambil ba /1 diperoleh .01ln.
1
lnln
1
ln 





 b
b
b
b
Jadi b
b
ln
1
ln 
berdasarkan Teorema 1(ii) diperoleh ,
1
.lnln 






b
a
b
a
maka diperoleh 
                                                         
.lnlnln ba
b
a

                                                     
  
 
iv)(      .lnln11ln 1 xr
dx
d
x
dx
d
r
x
r
x
r
rx
x
x
dx
d r
r
r    
Akibatnya, terdapat konstanta c  sehingga .lnln cxrx
r   Untuk menentukan ,c
ambil ,1x  diperoleh ,1ln1ln cr   sehingga .0c  jadi, xrx
r
lnln   sehingga untuk 
,1x diperoleh  
                                                           .lnln ara
r                                                            
    
Teorema 2 [8, h.739] Jika   sincos irz   dan n  adalah bilangan bulat positif, 
maka 
    .sincossincos  ninrirz nnn 
 
 
Bukti:Dari indentitas Euler 
,sincos  ie i   
jadi 
   .
i
rez   
 
Dengan demikian 
   , n  innin ererz 
 
sehingga 
                                                    .sincos  ninrz
nn                                                
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Definisi 5 [1, h.87] Misalkan biaz   adalah sebarang bilangan kompleks, maka 
konjugat kompleks (complex conjugat) dari z  dinotasikan dengan simbol  ̅  dan 
didefinisikan sebagai 
                             ̅ .bia   
 Dengan kata lain,  ̅ diperoleh dengan cara membalikkan tanda bagian imajiner dari .z  
 
Definisi 6 [5, h.77] Fungsi sinus dan cosinus dalam bilangan kompleks didefinisikan 
oleh: 
   ,
2
1
cosdan    
2
1
sin
iziziziz
eezee
i
z
   
untuk semua bilangan kompleks .z  
 
Definisi 7 [2, h.264] Misalkan ,...3,2,1  , nf n adalah barisan fungsi yang didefinisikan 
pada himpunan E  dan himpunan barisan  xf n  konvergen untuk setiap .Ex  
Misalkan pula    xfxf n
x 
 lim  maka nf  disebut konvergen pada himpunan .E  
 Jika  

1n
n xf
 
konvergen pada setiap E  dan    



1n
n xfxf  maka f  disebut 
jumlah deret 

1
.
n
nf  
 
Definisi 8 [7, h.147] ,,3,2,1 , nf n  
konvergen seragam pada himpunan E  ke fungsi 
f  jika untuk setiap 0  terdapat N  sedemikian hingga dimana Nn   berlaku 
    , xfxf n  
untuk semua .Ex  
 
Definisi 9 [7, h.147] Deret 

1n
nf
 
konvergen seragam pada himpunan ,E  jika barisan 
parsil 
nS  
yang didefinisikan dengan 
   ,
1
xSxf
i
ii



 
konvergen seragam pada himpunan .E  
 
3. EMPAT CARA UNTUK MENENTUKAN NILAI INTEGRAL POISSON  
 
Sebelum menunjukan nilai integral Poisson dengan cara jumlah Riemann, fungsi 
fungsional, turunan parametrik, dan deret tak-hingga terlebih dahulu dibahas sifat-sifat 
pada integral Poisson yang dinyatakan dalam bentuk Teorema berikut. 
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Teorema 3 [4] Apabila   ,0  dan x  suatu bilangan real, maka 
(i)     0.0 I  
(ii)     .xIxI   
(iii)      .0  ,/1ln2  xxIxxI   
 
Bukti: 
(i) Berdasarkan Definisi (1), diperoleh  
                                               
   


00
.0 0 1ln 0 ddI
                                           
■ 
(ii) Dengan menggunakan Definisi 4 pada persamaan (1), diperoleh 
        
     dxxxI  cos21ln 2
0
   
                                            
    . cos21ln 2
0


dxxxI    
Sehingga 
                                                                 .xIxI                                                         
 
(iii) Persamaan (1) dapat juga ditulis   
                                                
  . 1cos
21
ln
2
2  d
xx
xxI 











                               (2)              
Berdasarkan Teorema 1(ii), maka persamaan (2) menjadi  
    , 1cos21ln ln
0 20
2
 







 d
xx
dxxI
     ,/1 ln
0
2
xIdxxI   

 dengan menggunakan Teorema 1(iv), diperoleh 
      
  .ln2 ln
0
2
xdx 


 Sehingga 
                                             
     .0  ,1ln2  xxIxxI 
                                           
  
 
Teorema 4 [4] Apabila     


0
2
 cos21ln dxxxI
 
maka   ,0xI  ,1x
 .,0    
 
Bukti: 
1. Dengan menggunakan jumlah Riemann. 
Karena 
  ,1untuk  ,1cos21 22  xxxx   
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maka persamaan (1) kontinu dan terintegralkan. Partisi interval  ,0  menjadi n  
subinterval dengan titik partisi ,/ nkxk   untuk .1 nk  




 
PfS ; Jumlah Riemann 
untuk  ,xI diperoleh 
                                         





















2
1
 cos21ln; x
n
k
x
n
PfS
n
k

 
                                                          
  . cos211ln
1
1
22


















 


n
k
x
n
k
xx
n

                        
(3) 
Selanjutnya, misalkan 
 
,
ni
e
  diberikan polinomial 12 nx  mempunyai n  buah 
pembuat nol yang berbeda. Akar-akar berbeda dari polinomialnya adalah k  untuk 
,nkn  maka 
                                                   
 



1
2
.1
n
nk
kn
xx 
                                                  
(4) 
Berdasarkan Definisi 5, Teorema 2, dan Definisi 6 persamaan (4) menjadi 
          
  , cos2111
1
1
222
















n
k
n
x
n
k
xxx

 
sehingga 
                                                       
.
1
1
 cos21
2
21
1
2
















 x
x
x
n
k
x
nn
k

                                       
(5) 
Substitusikan persamaan (5) ke (3), diperoleh 
    
  .1
1
1
ln;
2














  n
x
x
x
n
PfS

 
Berdasarkan Definisi 7 dan karena ,1x  diperoleh  
,  ,0
2  nx n  
karena 
          
  








PfSxI
n
;lim  
                                                                    
  ,1
1
1
lnlim
2











n
n
x
x
x
n

 
sehingga 
                                                                           .0xI                                                         
 
2. Dengan menggunakan persamaan fungsional. 
Akan ditunjukkan 
                                                    
     .
2
1 2
xIxIxI   (6) 
Pertama, jumlahkan dua persamaan Integral Poisson 
                    
        , cos21ln cos21ln
0
2
0
2 

dxxdxxxIxI    (7) 
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dengan menggunakan Teorema 1(ii) pada persamaan (7), diperoleh 
      . cos21ln
0
42 

dxxxIxI    
Misalkan ,2  diperoleh 
      

dxxxIxI  cos21ln
2
1 2
0
22
   
                                        
    . cos21ln
2
1
2
1 2 222
 


 dxxxI  
Selanjutnya dengan substitusi ,2 t   diperoleh 
    ,
2
1
 2cos21ln
2
1 22
0
22
xIdxtx  

 
sehingga 
                                       
       .
2
1
2
1
0
2
0
2
 

xIxIxIxI
                                     
(8) 
Berikutnya dengan menggunakan Teorema 3(ii) pada persamaan (8), diperoleh 
persamaan (6), dengan menggunakan persamaan (6) secara berulang, diperoleh 
       .
2
1
2
1
2
1 24
2
2 n
n
xIxIxIxI    
Berikutnya karena 1x  dan berdasarkan Definisi 7, diperoleh 
, ,0
2  nx n  
maka 
   .0
2
1
lim IxI
nn 
  
Selanjutnya dengan menggunakan Teorema 3(i), diperoleh 
  .00 I  
Sehingga 
                                                                 .0xI                                                               
 
3. Dengan menggunakan turunan parametrik. 
Karena  xI  dapat diturunkan untuk ,1x  dengan aturan Leibnitz, diperoleh 
                                              
  .
cos21
2cos2
0 2 






d
xx
x
xI
'                                          (9) 
Jelas bahwa   .00 'I Selanjutnya akan ditunjukkan   0xI ' untuk .0x  Namun, 
sebelumnya dengan menggunakan persamaan kernel Poisson akan ditunjukkan 
                                                     
.
cos21
1
0 2
2







xx
x
                                           
(10) 
Gunakan substitusi setengah sudut dan misalkan  ,2tan t  diperoleh 
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 
     



222
2
2
2
11
12
cos21
1
txx
dt
xd
xx
x


 
                   
Ct
x
x









1
1
arctan  
                                                               
  .2tan
1
1
arctan C
x
x








                          (11) 
Selanjutnya dengan menggunakan Teorema Dasar Kalkulus persamaan (11), diperoleh 
       
  .2tan
1
1
arctan2lim
cos21
1
0 2
2















  x
x
d
xx
x
 
Berikutnya dengan mensubstitusikan persamaan (10) ke (9), diperoleh 
  .0
cos21
1
1
1
0 2
2








 



d
xx
x
x
xI
'  
Telah ditunjukkan   0xI '  untuk ,0x diperoleh 
  ,1untuk    ,0  xxI '  
maka 
  .CxI   
Karena   ,00 I  telah ditunjukkan 
                                                      
  .1untuk  ,0  xxI
                                                 
 
 
 
4. Dengan menggunakan deret tak-hingga. 
Akan ditunjukkan 
                                          
  



1
2
.cos2cos21ln
n
n
nxxx                                  (12) 
Namun, sebelumnya dengan menyelesaikan persamaan kernel Poisson dengan Definisi 
(6) dan pecahan parsial, diperoleh 
             
  
,
1
1
1
1
1
1 1
1
cos21
1
2
2
2
 iiii xexexexe
x
xx
x
 








 
dengan perluasan deret geometri dapat ditulis dalam bentuk 
                                      
.cos21
cos21
1
1
2
2






n
n
nx
xx
x


                                     (13) 
Deret (13) memenuhi Definisi (9) untuk ,1x selanjutnya dengan mengurangi1  dan 
membagi dengan x  pada persamaan (13), diperoleh 
                                      






1
1
2
.cos2
cos21
2cos2
n
n
nx
xx
x



                                     (14) 
Deret (14) memenuhi Definisi (9) untuk ,1x dengan mengintegralkan persamaan (14) 
terhadap x  dari 0  ke ,x telah ditunjukkan persamaan (12). Selanjutnya untuk 
menentukan nilai integral Poisson integralkan persamaan (12) terhadap   dari 0 ke ,  
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sehingga 
                                                                   .0xI                                                             
 
4. KESIMPULAN 
 
Berdasarkan pembahasan yang telah diuraikan sebelumnya maka dapat disimpulkan 
bahwa nilai  integral Poisson dapat ditentukan dengan empat cara  yang berbeda. 
Pertama, jumlah Riemann dengan menggunakan fungsi kontinu dan selanjutnya 
menggunakan konsep jumlah Riemann maka dihasilkan suatu persamaan yang 
dilambangkan dengan 




 
PfS ; .  Persamaan tersebut dapat diselesaikan dengan sifat 
logaritma natural.  Berikutnya diberikan persamaan polinomial dengan akar-akar 
berbeda dari polinomialnya adalah ,k  selanjutnya dengan menggunakan fungsi 
trigonometrik pada bilangan kompleks dan Teorema De Moivre pada persamaan 
polinomial, sehingga diperoleh persamaan polinomial yang dapat di substitusi pada 





 
PfS ; . Sehingga diperoleh persamaan 




 
PfS ;  dalam bentuk baru, dengan 
menggunakan konsep barisan fungsi pada 




 
PfS ;  sehingga diperoleh 0)( xI  untuk 
.1x  
Kedua persamaan fungsional dengan menggunakan salah satu jenis persamaan 
fungsional yaitu xyln  pada persamaan integral Poisson sehingga diperoleh persamaan 
fungsional untuk integral Poisson, dengan menetapkan  2  pada persamaan tersebut 
diperoleh persamaan fungsional yang baru untuk integral Poisson.  Selanjutnya dengan 
menggunakan persamaan fungsional secara berulang, dan menggunakan konsep barisan 
fungsi pada integral Poisson diperoleh 0)( xI   untuk .1x  
Ketiga turunan parametrik dengan menggunakan aturan Leibnitz pada integral 
Poisson diperoleh  xI ' .  Selanjutnya ditunjukkan untuk   00 'I dan   0xI ' untuk 
.0x   Dalam menunjukkan   0xI ' untuk 0x  digunakan persamaan kernel 
Poisson, diperoleh   CxI   untuk .0x Sehingga diperoleh 0)( xI   untuk .1x  
Keempat deret tak-hingga dengan menunjukkan nilai integral Poisson dengan 
deret tak-hingga, diberikan persamaan kernel Poisson. Dalam menyelesaikan persamaan 
kernel Poisson digunakan pecahan parsial dan fungsi trigonometrik pada bilangan 
kompleks, berikutnya diperoleh bentuk deret tak-hingga untuk persamaan kernel 
Poisson.  Selanjutnya integralkan kedua ruas tersebut terhadap x  dari 0  ke x .  Dari 
hasil integral tersebut integralkan kembali terhadap   dari 0  ke  , selanjutnya dengan 
menggunakan konsep deret yang konvergen seragam pada hasil integral tersebut, 
diperoleh 0)( xI  untuk .1x  
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